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Introduction：最近自学机器学习课程，注意到了南京大学周志华老师的课程。我是在学堂在线平
台观看的，注意到b站上也有相应视频，但b站上并未获得授权，随时有消失的可能。

周志华老师的网络教学视频中，与其西瓜书相比确实少了一些内容。但幸运的是，缺失的内容实际
上对于初学者来说并不会产生太大影响。目前这一笔记也遵循视频内容，相比西瓜书中也会有一些
缺失，敬请谅解。可能以后如果有机会和时间，我会再阅读周志华老师的书籍将缺失内容补全。
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第五章 支持向量机SVM  

支持向量机基本型  

线性分类器回顾
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对偶问题和解的特性  

由上可知，这是一个约束优化问题，因而可以采用拉格朗日乘子法来进行。关于拉格朗日乘子法，推荐
CSDN上的一个解释，总体来看写的还是很清晰的：https://blog.csdn.net/qq_28087491/article/detail
s/126134823
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因此，最终存在于其中使用到的点必然出现在间隔上，而实际上大量的点是不会出现在间隔上的。换言
之，支持向量机的解具有稀疏性：训练完成后，最终模型仅与支持向量有关。

支持向量机(Support vector Machine, SVM)便因此得名。

求解方法  

在第三步中，可以将计算过程交给许多凸优化的包进行求解。但计算机人通常追求求解速度，甚至愿意
为此损失一定的精度。

注意看第三步的内容，上面的计算式中包含了 和 ，而下式中的约束条件要求
。那么就可以思考。我们只要在这m项中挑选两项，那么其余m-2项

都可以固定为常数c，这样简单处理既保证可以满足约束条件，又极大减少了变量的个数，从而方便了我
们进行计算。

因此，可以得到下面的求解方法——SMO
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解得 后，可以回代 这一约束，得到新的   ，从而可以再回代问题公式进行循环迭
代优化。

那么， 应该如何选取初始值呢？

当然可以随机取值，这样通过多次迭代后可以得到结果。但如果为了尽快获得较好的结果，应该选择每
次更新后可以使得目标函数改善最多的。因为每一次改变越多，也就是走的越快。因此，违反原本KKT
条件越多的，用其来进行更新目标函数的提升也就越大。这也就形成了SVM最著名和最经典的解法——
SMO方法。

寻找最初的两个点时，先寻找违反KKT条件最多的点，理论上第二个点也应该寻找违反KKT条件最多的
点，但由于其计算量较大，通常采用这样一个简化的方法：找到第一个点后，寻找距离第一个点间隔最
远的点，从而减少计算量。这一方法必然是收敛的，因为每次寻找违反KKT条件最大的去进行更新，直
到最后找不到，那么函数也就到了所想要的收敛的区域。

为提高模型的鲁棒性，通常会对所有支持向量带入求解b，采用所有的解的平均值作为最终的b值。

这就是支持向量机的基本型，基本型指的是原本的问题是线性可分的问题，通过寻找线性可分问题中正
中间的这一个划分，在该划分过程中寻找一个简单的优化技术，通过采用拉格朗日乘子法，最后转化成
了一个闭式解的问题(甚至可以迭代优化)，从而获得更加友好和高效的方法。

然而，现实中很多数据并非线性可分的，这就需要在线性的基本型SVM之上进行一些修改。

特征空间映射  
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这样，我们对这些高维向量的划分就如之前基本型一致了，只是将原来的 这里都变成 。

可以注意到，对 升维后需要去计算更高维的两个向量的内积，这意味着计算开销和等待时间是非常长
的。但幸运的是，我们可以观察到这两个高维向量始终以内积的形式出现，因此如果我们不需要直接计
算这两个高维向量的内积，而是通过计算某个可以代替该内积的值就可以大大加快计算效率和计算速
度，因此，我们甚至不需要知道每个高维向量的值，而只需要知道内积结果即可。

而基于这一思想，就引出核函数这一概念。
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核函数(kernel function)  

因此，基本思想就是设计一个核函数  ，使得 。这样，我们就可以绕开显
示考虑特征映射和计算高维内积的困难。

关于Mercer定理

Mercer定理：若一个对称函数所对应的核矩阵 ，则它就可以作为核函数来使用。半正定

根据Mercer定理，我们就知道了如何去寻找我们的目标核函数。下面解释核矩阵等概念。

实际上，核函数的功能是实现空间的变换。

假定上图图(a)中，有点 ，右侧图(b)为图a对应的甚高维空间（我们不知道有多高，甚至其可以
无穷高维，所以称为甚高维空间）， 为左侧低维空间中 所对应的点，根据升维映

射向量 可得到 。在左侧空间中，可以计算得到点 之间

的距离。换言之，这样的一些距离就对应了左侧这样一个低微空间。

， ，

需要注意：将低微转换到高维，高维之中点之间的关系相比低微会发生一定的扭曲。而这种扭曲是
由 所决定的。

注释：为了简单描述，这里仅考虑了两个节点，实际中应该是一个邻接矩阵的形式来衡量任意两个
节点之间的距离。

在原空间中我们可以定义一个距离函数如图(a)，可以知道该矩阵主对角线为全0，矩阵沿着主对角线对
称，该矩阵对称、半正定。

核矩阵即对于输入的(xi,yi)，通过核函数k()处理后可以得到矩阵如图(b)。如果可以观察到右侧这样的矩
阵也是对称和半正定的，则该矩阵就是某一个甚高维空间内的距离矩阵。

这就是对Mercer定理进行的解释

后续介绍
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任意一个核函数，都隐式地定义了一个RKHS(Reproducing Kernel Hilbert Space，再生核希尔伯特空
间)。

RKHS其实值得就是核矩阵所对应的隐式甚高维空间，即如下图所示：

我们将上面的甚高维空间可以称为由核矩阵张成的RKHS(再生核希尔伯特空间)。

这样，我们就将两个向量之间的点积问题转换成了求核函数问题，我们只需要用核函数 来代替升维映
射向量 即可。

思考

那么核函数 与升维映射向量 所对应的甚高维空间是否恰好一样呢？

答案是无法确定的，我们无法保证两个空间一致。假设我们记录所有可能的核函数为集合 ，那么 必
然包含在该集合 中。如果想要找到最合适的核函数，即 ，那么这一问题就转变为从很多可能的核函
数中寻找一个最合适的核函数，而这就可以考虑使用第二章中的模型选择技术。然而，我们无法保证一
定可以找到最理想的 ，因为如果可以找到 就等价于在多项式时间内找到了一个非常困难问题的确
定性最优解，即 。

总结：“核函数的选择”是决定支持向量机性能的关键

机器学习中所有技术都必然在某处无法找到最优，支持向量机最好的是在于其不好的地方(核函数
选择)已经清楚地告知了。

如何使用支持向量机  

一个SVM进行回归的案例
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这样，我们可以得到损失函数（即惩罚）

从而，基于之前的知识，可以对问题进行求解获得最终回归结果：

现实使用中的SVM
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